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MỞ ĐẦU
Năm 1929, Nevanlinna công bố bài báo nghiên cứu sự phân bố giá trị của

các hàm phân hình trên mặt phẳng phức. Vấn đề này sau đó nhanh chóng

được mở rộng sang trường hợp ánh xạ chỉnh hình từ mặt phẳng phức vào

không gian xạ ảnh bởi Cartan. Kể từ đó tới nay, việc nghiên cứu sự phân bố

giá trị của ánh xạ chỉnh hình với các trường hợp khác nhau liên tục thu hút

được sự quan tâm của nhiều nhà toán học và hình thành một lý thuyết được

gọi là Lý thuyết phân bố giá trị hay còn gọi là Lý thuyết Nevanlinna. Nội

dung cốt lõi của Lý thuyết này gồm hai định lý chính, được gọi là các định

lý cơ bản thứ nhất và thứ hai. Trong khi định lý cơ bản thứ nhất đã được giải

quyết tương đối đầy đủ trong các trường hợp, thì định lý cơ bản thứ hai mới

được thiết lập trong rất ít các trường hợp. Để có thể tiếp cận được tới các vấn

đề có tính thời sự của Lý thuyết phân bố giá trị, trong luận văn này, tôi tập

trung tìm hiểu một trong những kết quả gốc của Lý thuyết phân bố giá trị.

Theo đó, tôi chọn tìm hiểu định lý cơ bản thứ hai Cartan- Nochka. Trên thực

tế, năm 1933, Cartan mở rộng kết quả của Nevanlinna sang trường hợp chiều

cao, ở đó ông thiết lập định lý cơ bản thứ hai cho trường hợp đường cong

chỉnh hình không suy biến tuyến tính trong không gian xạ ảnh. Cartan cũng

nêu giả thuyết cho trường hợp đường cong khác hằng tùy ý trong không gian

xạ ảnh. Giả thuyết của Cartan tồn tại 50 năm và được Nochka giải quyết năm

1983. Trong luận văn này tôi dự định tìm hiểu kết quả này của Nochka.

Chính vì vậy mà tôi chọn đề tài "Định lý cơ bản thứ hai Cartan-Nochka

trong lý thuyết phân bố giá trị". Luận văn gồm hai chương:

Chương 1. Trọng Nochka.

Chương 2. Định lý cơ bản thứ hai Cartan - Nochka.
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Chương 1

Trọng Nochka

1.1 Họ siêu phẳng ở vị trí dưới tổng quát

Trong không gian xạ ảnh Pn(C), cố định một hệ tọa độ thuần nhất ω =

(ω0 : ... : ωn). Cho q siêu phẳng H j xác định bởi các phương trình thuần nhất:

H j :
n

∑
i=0

hi jω j = 0, j = 1, ...,q.

Với Q = {1, ...,q} và R⊂ Q, ta đặt |R|= số phần tử của R.

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử N ≥ n và q≥ N +1. Ta nói họ {H}q
i=1 ở vị trí N -

dưới tổng quát nếu với bất kì R⊂ Q với |R|= N +1 thì

⋂
j∈R

H j = /0.

Nếu họ siêu phẳng ở vị trí n - dưới tổng quát thì ta nói đơn giản rằng nó ở

vị trí tổng quát. Dễ thấy rằng {H j}q
j=1 ở vị trí N - dưới tổng quát khi và chỉ

khi

rank(h jk) j∈R,0≤k≤n = n+1 ∀R⊂ Q với |R|= N +1.

1.2 Trọng Nochka

Với các kí hiệu như trên và R⊂ S⊂ Q, ta có các định nghĩa sau:

V (R)= không gian véc tơ con của Cn+1 sinh bởi các véc tơ (h jk)0≤k≤n, j ∈ R,

rk(R) = dimV (R), rk( /0) = 0,

rkR(S) = rk(S)− rk(R),
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slR(S) =
rk(S)−rk(R)
|S|−|R| , với |S|> |R|.

Bổ đề 1.2.1. Cho họ siêu phẳng {H j}q
j=1 ở vị trí N - dưới tổng quát trong

Pn(C). Khi đó

(i) Với R⊂ Q, i = 1,2

rkR(S1∪S2)+ rkR(S1∩S2)≤ rkR(S1)+ rkR(S2).

(ii) Với R⊂ S⊂ Q, |S| ≤ N +1

|R|− rank(R)≤ |S|− rank(S)≤ N−n.

Chứng minh

(i) Ta có

rkR(S1∪S2)+ rkR(S1∩S2) = rk(S1∪S2)− rk(R)+ rk(S1∩S2)− rk(R)

= dim(V (S1)+V (S2))+dim(V (S1)∩V (S2))−2dimV (R)

≤ dimV (S1)+dimV (S2)−2dimV (R)

= rkR(S1)+ rkR(S2).

(ii) Theo phần (i)

rk(S) = rk(R∪ (S\R))≤ rk(R)+ rk(S\R)

= rk(R)+ |S\R|= rk(R)+ |S|− |R|.

Vậy ta có bất đẳng thức thứ nhất.

Lấy S′ ⊂ Q, S⊂ S′ sao cho |S′|= N +1. Từ định nghĩa N - dưới tổng quát

ta có

|S|− rk(S)≤ |S′|− rk(S′) = N−n.

Bổ đề 1.2.2. Cho họ siêu phẳng {H j}q
j=1 ở vị trí N - dưới tổng quát trong

Pn(C), N > n, q > 2N−n+1. Khi đó tồn tại các tập con Ni, i = 0, ...,s của

3
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Q thỏa mãn

(i) N0 = /0⊂ N1 ⊂ ...⊂ Ns, rk(Ns)< n+1.

(ii) 0 < slN0N1 < slN1N2 < ... < slNs−1Ns <
n+1−rk(Ns)

2N−n+1−|Ns| < 1.

(iii) Với 1≤ i≤ s và Ni−1 ⊂ R⊂ Q, nếu rk(Ni−1)< rk(R)< n+1 thì

slNi−1(Ni)≤ slNi−1(R),

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi R⊂ Ni.

(iv) Với Ns ⊂ R⊂ Q và rk(Ns)< rk(R)< n+1,

slNs(R)≥
n+1− rk(Ns)

2N−n+1−|Ns|
.

Chứng minh

Ta đặt N0 = /0, chúng ta sẽ xác định Ni bằng phương thức quy nạp như sau.

Giả sử ta đã chọn được {Ni}s
i=0 thỏa mãn (i) ∼ (iii). Nếu chúng thỏa mãn

(iv) thì đó là họ cần dựng. Ngược lại ta cần phải tìm một tập con Ns+1 ⊂ Q

sao cho Ns ⊂ Ns+1 và {Ni}s+1
i=1 thỏa mãn (i)∼ (iii).

Vì Hi ở vị trí N - dưới tổng quát nên rk(Ns)< n+1 chứng tỏ rằng |Ns| ≤N.

Do đó theo Bổ đề 1.2.1 thì |Ns|− rk(Ns)≤ N−n < 2N−2n. Do đó

n− rk(Ns)< 2N−n−|Ns|

⇔ n+1− rk(Ns)< 2N−n+1−|Ns|

⇔ n+1− rk(Ns)

2N−n+1−|Ns|
< 1

Giả sử rằng (iv) không đúng. Đặt

R = {R : Ns ⊂ R⊂ Q, rk(Ns)< rk(R)< n+1}.

Khi đó R 6= /0. Nếu R ∈R, |R| ≤ N. Theo giả sử (iv) không đúng, với ε0 =

min{slNs(R) : R ∈R}, ta có

ε <
n+1− rk(Ns)

2N−n+1−|Ns|
< 1 (1.2.1)
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Theo (iii) ta có slNs−1(Ns)≤ slNs−1(R), ∀R ∈R. Do vậy

slNs(R) =
rk(R)− rk(Ns)

|R|− |Ns|
=

rk(R)− rk(Ns−1)− (rk(Ns)− rk(Ns−1))

(|R|− |Ns−1|)− (|Ns|− |Ns−1|)

>
rk(Ns)− rk(Ns−1)

|Ns|− |Ns−1|
= slNs−1(Ns).

Đặt R ′ = {R ∈R : slNs(R) = ε0}.
Ta sẽ chứng tỏ rằng R1, R2 ∈R ′ thì R1∪R2 ∈R ′. Thực vậy, vì R1, R2 ∈R ′

nên ε0 = slNs(R1) = slNs(R2), suy ra

rk(R1)+ rk(R2)−2rk(Ns) = rk(R1)− rk(Ns)+ rk(R2)− rk(Ns)

= ε0(|R1|− |Ns|+ |R2|− |Ns|)

≤ ε0(rk(R1)+N−n+ rk(R2)+N−n−2|Ns|)

= ε0(rk(R1)+ rk(R2)+2N−2n−2|Ns|)

= ε0(rk(R1)+ rk(R2)−2rk(Ns)+

+2N−2n−2|Ns|+2rk(Ns)).

Do vậy

rk(R1)+ rk(R2)−2rk(Ns)≤
ε0

1− ε0
(2N−2n−2|Ns|+2rk(Ns))

= (
1

1− ε0
−1)(2N−2n−2|Ns|+2rk(Ns))

<
(n+1− rk(Ns))(2N−2n−2|Ns|+2rk(Ns))

2N−2n−|Ns|+ rk(Ns)

≤ n+1− rk(Ns) (vì |Ns| ≤ rk(Ns)).

Như vậy ta có

rk(R1∪R2)≤ rk(R1)+ rk(R2)− rk(R1∩R2)

≤ rk(R1)+ rk(R2)− rk(Ns)< n+1.
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